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Îáùèé âèä îäíîøàãîâîãî ïðåäñêàçàòåëÿ

Ñòðîèì ïðåäñêàçàòåëü äëÿ îáúåêòà:

y [lT ] =

∞
∑

k=1

g [kT ]u[(l − k)T ] +

∞
∑

k=0

h[kT ]e[(l − k)T ] èëè

y(t) = G (E )u(t) + H(E )e(t),

ãäå H(E ), G (E ) óñòîé÷èâû, h(0) = 1, u(t) � èçâåñòíûé âõîä, e(t) �
áåëûé øóì ñ ìîìåíòàìè (0, λ).

Ïðåäñêàçàòåëü:

v̂(t|t − 1) = (1− H(E )−1)(y(t)− G (E )u(t)),

ŷ(t|t − 1) = H(E )−1G (E )u(t) + (1− H(E )−1)y(t)

èëè

H(E )ŷ (t|t − 1) = G (E )u(t) + (H(E ) − 1)y(t).
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Ëèíåéíûå ðåãðåññèè

ARX-ìîäåëü

A(E )y(t) = B(E )u(t) + e(t),

ãäå A(E ) = 1 + a1E
−1 + · · ·+ anE

−n
, B(E ) = b0 + · · ·+ bmE

−m
�

�èëüòðû ñ êîíå÷íîé èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé, e(t) � áåëûé øóì.

Îáîçíà÷èì θ = [a1, a2, . . . an, b1, . . . bn]
T
� âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Ïðåäñêàçàòåëü:

ŷ(t|θ) = B(E )u(t) + [1− A(E )]y(t) = ϕT (T )θ,

ãäå ϕ(t) = [−y(t − 1), · · · − y(t − n), u(t − 1), . . . u(t −m)]T �

ðåãðåññèîííûé âåêòîð.
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Ïñåâäîëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

ARMAX-ìîäåëü

A(E )y(t) = B(E )u(t) + C (E )e(t),

ãäå C (E ) = 1 + c1E
−1 + · · ·+ ckE

−n
.

Îáîçíà÷èì θ = [a1, a2, . . . an, b0, . . . bn, c1, . . . ck ]
T
� âåêòîð ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè.

Ïðåäñêàçàòåëü:

ŷ(t|θ) = B(E )u(t)+[1−A(E )]y(t)+[C (E )−1][y(t)− ŷ(t|θ)] = ϕT (t, θ)θ,

ãäå ϕ(t) = [−y(t − 1), . . . u(t − 1), . . . u(t −m), ε(t − 1), . . . ε(t − k)]T �

ðåãðåññèîííûé âåêòîð (ε(t) = y(t)− ŷ(t|θ) � îøèáêà ïðåäñêàçàíèÿ).
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îöåíêè

Îñíîâíàÿ èäåÿ: �ïîäãîíêà� ïðåäñêàçàòåëÿ çàäàííîé ñòðóêòóðû ïîä

èìåþùèåñÿ äàííûå ZN = (uN , yN)T .

Ñõîäèìîñòü: îöåíêàì ïàðàìåòðîâ ïðåäñêàçàòåëÿ θ̂N ñõîäÿòñÿ ïðè

N → ∞.

Ñîñòîÿòåëüíîñòü: îöåíêà θ̂N ñõîäèòñÿ ê �èñòèííûì� ïàðàìåòðàì

îáúåêòà θ0.

Èñòèííûé îáúåêò äîëæåí ñîäåðæàòüñÿ â êëàññå ðàññìàòðèâàåìûõ

ìîäåëüíûõ ñòðóêòóð.

Âõîäíûå äàííûå äîëæíû áûòü äîñòàòî÷íî èí�îðìàòèâíû.

Îñíîâíûå ïîäõîäû ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòè�èêàöèè:

Ìèìèíèçàöèÿ îøèáêè ïðåäñêàçàòåëÿ: ÌÍÊ, ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ, èí�îðìàöèîííûå êðèòåðèè îöåíêè.

Êîððåëÿöèîííûå ìåòîäû: îøèáêà ïðåäñêàçàíèÿ íå äîëæíà

êîððåëèðîâàòü ñî âõîäîì.
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Ìîäåëüíûå ñòðóêòóðû

Ïðåäñêàçàòåëü çàäàåòñÿ ïàðîé �èëüòðîâ Wy (E ) è Wu(E ):

ŷ(t) = Wy (E )y(t) +Wu(E )u(t).

Îïðåäåëåíèå

Ìîäåëüíîé ñòðóêòóðîé M íàçûâàþò îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà

ïàðàìåòðîâ θ ∈ DM ⊂ R
d
âî ìíîæåñòâî ìîäåëåé

M = {W = [Wy (z) Wu(z) ]} òàêîå, ÷òî ãðàäèåíòû �óíêöèé

ïðåäñêàçàòåëÿ ïî θ óñòîé÷èâû.

Çàìå÷àíèå: äëÿ îáúåêòîâ âèäà Ay = B
F
u + C

D
e äîñòàòî÷íà

óñòîé÷èâîñòü FIR �èëüòðîâ F è C ïðè ëþáûõ θ.

Ñòðîãàÿ óñòîé÷èâîñòü: ðàâíîìåðíàÿ óñòîé÷èâîñòü âñåãî ñåìåéñòâà

�èëüòðîâ ïðåäñêàçàòåëÿ, èõ ïåðâûõ è âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî θ.

Èäåíòè�èöèðóåìîñòü: èç ñîâïàäåíèÿ ÀÔ×Õ ìîäåëåé ñëåäóåò

ñîâïàäåíèå èõ ïàðàìåòðîâ.
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Èí�îðìàòèâíîñòü äàííûõ

Îïðåäåëåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äàííûõ Z∞
èí�îðìàòèâíà îòíîñèòåëüíî

ñåìåéñòâà ìîäåëåé M∗
, åñëè èç Ē [(W1(E )−W2(E ))z(t)]

2 = 0 ñëåäóåò

ñîâïàäåíèå ÀÔ×Õ ìîäåëåé W1(E ) è W2(E ).

Ò.å. äàííûå Z∞
ïîçâîëÿþò ðàçëè÷àòü ìîäåëè.

Èäåíòè�èêàöèÿ â îòêðûòîì êîíòóðå:

äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿíñòâî âîçáóæäåíèÿ ïîðÿäêà

n (n = deg(B) + deg(F )) äëÿ ñèãíàëà u(t), ïî îïðåäåëåíèþ òàêîé

ñèãíàë íå îáíóëÿåìûé ëþáûì �èëüòðîì ïîðÿäêà íå âûøå n.

Èäåíòè�èêàöèÿ â çàìêíóòîì êîíòóðå: çàäàåì w(t), à
u(t) = R(E )y(t) + w(t),

âîçíèêàþò ñóùåñòâåííûå ñëîæíîñòè:

y(t) + ay(t − 1) = bu(t − 1) + e(t), u(t) = ky(t),
òðåáóåòñÿ íàêëàäûâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà ÎÑ: îíà íå ìîæåò áûòü

ñòàöèîíàðíîé,

ïðîáëåìó ìîæíî ðåøèòü ïåðåêëþ÷àÿ íåñêîëüêî ðåãóëÿòîðîâ.
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Ìèíèìèçàöèÿ îøèáêè ïðåäñêàçàòåëÿ

VN(θ,Z
N) =

1

N

N
∑

t=1

l (L(E )[y(t) − ŷ(t|θ)]) ,

θ̂N = argmin
θ∈DM

VN(θ,Z
N).

ãäå l(ε) � �óíêöèÿ íîðìû, L(E ) � ïðåäâàðèòåëüíûé �èëüòð, ŷ(t|θ) �
ïðåäñêàçàíèå.

Ôóíêöèÿ l(ε) äàåò ðàçíûå ìåòîäû: ÌÍÊ, âçâåøåííûé ÌÍÊ,

íåñòàöèîíàðíûé ÌÍÊ, ÌÌÏ è ò.ï.

Ïðåäâàðèòåëüíûé �èëüòð L(E ) ïîçâîëÿåò âûäåëèòü çíà÷èìûå
÷àñòîòû, ý��åêò ýêâèâàëåíòåí äîìíîæåíèþ ìîäåëè øóìà íà

L(E )−1
.

Èäåíòè�èêàöèÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè: ãðàäèåíòíûå

ìåòîäû, ìåòîä Íüþòîíà.

Ñóùåñòâóþò ðåêóððåíòíûå ìåòîäû îöåíêè, ðàáîòàþùèå online.
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ÌÍÊ è ÷àñòîòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ:

Ïóñòü L(E ) = 1, l(ε) =
1

2
ε2, òîãäà

θ̂N = argmin
θ∈DM

[

1

N

N
∑

t=1

1

2
(ŷ(t|θ)− y(t))2

]

.

âîçìîæíà ÷àñòîòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ:

VN(θ, t) =
1

2π

π
∫

−π

1

2
| ˆ̂G (e jω)− G (e jω, θ)|2QN(ε

jω)dω,

ãäå

QN(e
jω) =

|UN(ω)|2
|H(e jω , θ)|2 .

Ò.å. ïðîèñõîäèò ïîäãîíêà ìîäåëè ê ýìïèðè÷åñêîé îöåíêè ïåðåäàòî÷íîé

�óíêöèè ñ âåñîì, îïðåäåëÿåìûì ìîäåëüíûì ñîîòíîøåíèåì

ñèãíàë/øóì.
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Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè

Ïðèìåíèì ÌÍÊ ê ïðåäñêàçàòåëþ â �îðìå ëèíåéíîé ðåãðåññèè:

ŷ(t) = ϕ(t)T θ.

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïñåâäîðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëåííîé

ÑËÀÓ, òîãäà

θ̂LSN =

[

1

N

N
∑

t=1

ϕ(t)ϕ(t)T

]−1
1

N

N
∑

t=1

ϕ(t)y(t) = R(N)−1f (N).

Â ñèëó ýðãîäè÷åñêèõ òåîðåì R(N) → R∗
è

θ̂N → θ0 + [R∗]−1h∗, ãäå h∗ = Ēϕ(t)v0(t),

v0(t) � âîçìóùåíèå, äåéñòâóþùåå â èñòèííîé ñèñòåìå:

y(t) = ϕ(t)T θ0 + v0(t).
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Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè

Óñëîâèÿ ñîñòîÿòåëüíîñòè è ñõîäèìîñòè:

R∗
� íåâûðîæäåíà. Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿíñòâî

âîçáóæäåíèÿ.

h∗ = 0. Âîçìîæíî äâà ñëó÷àÿ:

v(t) � áåëûé øóì,

u(t) è v(t) íåçàâèñèìû (îòêðûòûé êîíòóð) è �èëüòðà A(E ) = 1.

Ò.å. ARX ìîäåëü íå ðàáîòàåò ñ öâåòíûì øóìîì.

Ýòî ìîæíî îáîéòè â ÌÍÊ ñ ïîâòîðåíèÿìè äëÿ ARX ìîäåëè âèäà

A(E )D(E )y(t) = B(E )D(E )u(t) + e(t),

ãäå e(t) � áåëûé øóì, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ìîäåëè âîçìóùåíèÿ

v(t) =
1

D(E )
e(t).
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Êîððåëÿöèîííûé ìåòîä

Îñíîâíàÿ èäåÿ: îøèáêà ïðåäñêàçàíèÿ íå äîëæíû êîððåëèðîâàòü ñ

ïîëó÷åííîé èí�îðìàöèåé î ñèñòåìå.

Âû÷èñëÿåì îøèáêó ïðåäñêàçàíèÿ

εf (t) = L(E )ε(t) = y(t)− ŷ(t|θ),

ââîäèì êîððåëÿöèîííûé âåêòîð

ζ(t, θ) = ζ(t,Z t−1, θ),

îöåíêó ïàðàìåòðîâ äàåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

θ̂N = sol

[

1

N

N
∑

t=1

ζ(t, θ)εf (t, θ) = 0

]

.

Ñâîáîäà ñîñòîèò â âûáîðå êîððåëÿöèîííîãî âåêòîðà: îí ïðîèçâîëüíûé,

íî íå äîëæåí çàâèñåòü îò çíà÷åíèÿ âûõîäà â ïðåäñêàçûâàåìûé

ìîìåíò y(t).
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Ïñåâäîëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

Ïðåäñêàçàòåëü èìååò âèä:

ŷ(t|θ) = ϕ(t, θ)T θ.

Èñïîëüçóåì âåêòîð ðåãðåññîðîâ â êà÷åñòâå êîððåëÿöèîííîãî âåêòîðà:

θ̂PLRN = sol
θ∈DM

[

1

N

N
∑

t=1

ϕ(t, θ)[y(t)− ϕ(t, θ)T θ] = 0

]

.

13 / 16



Ìåòîä èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ

Ïðåäñêàçàòåëü èìååò âèä ëèíåéíîé ðåãðåññèè äëÿ ARX ìîäåëè, íî

âîçìóùåíèå íå ÿâëÿåòñÿ áåëûì øóìîì

ŷ(t|θ) = ϕ(t, θ)T θ.

Ââåäåì êîððåëÿöèîííûé âåêòîð (âåêòîð èíñòðóìåíòàëüíûõ

ïåðåìåííûõ):

ζ(t) = K (E )
[

−x(t − 1) . . . −x(t − na) u(t − 1) . . . u(t − nb)
]

,

ãäå x(t) =
M(E )

N(E )
u(t), M(E ),N(E ) � FIR �èëüòðû.

Îáùàÿ ïðàêòèêà ñîñòîèò â âûáîðå â êà÷åñòâå M(E ) è N(E ) îöåíîê,
ïîëó÷åííûõ äëÿ B(E ) è A(E ) ïðè ïîìîùè ÌÍÊ.

θ̂IVN =

[

1

N

N
∑

t=1

ζ(t)ϕ(t)T

]−1
1

N

N
∑

t=1

ζ(t)y(t).

Çàìå÷àíèå: ïðè ζ(t) = ϕ(t) ïîëó÷àåì ÌÍÊ äëÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè.
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Ñõîäèìîñòü

Ïóñòü

ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèòñÿ â îòêðûòîì êîíòóðå èëè â çàìêíóòîì

ðåãóëÿòîðîì ñ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ÏÔ,

ñåìåéñòâî ìîäåëåé M ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî,

òîãäà èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê θ̂N :

îöåíêà θ̂N ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó ëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé

Dc = argmin
θ∈DM

V̄ (θ) äëÿ çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàííûõ Z∞
è

êðèòåðèÿ V̄ (θ),

â ñëó÷àå èäåíòè�èöèðóåìîñòè ñåìåéñòâà ìîäåëåé M îöåíêà

θ̂N → θ∗, ãäå M(θ∗) � ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå,

ñ.â.

√
N(θ̂N − θ∗) èìååò ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå,

ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî è â ÷àñòîòíîé îáëàñòè (ñì. ÷àñòîòíóþ

òðàêòîâêó ÌÍÊ).
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Ñîñòîÿòåëüíîñòü

Ïóñòü

ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèòñÿ â îòêðûòîì êîíòóðå èëè â çàìêíóòîì

ðåãóëÿòîðîì ñ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ÏÔ,

ñåìåéñòâî ìîäåëåé M ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî,

èñòèííàÿ ìîäåëü M0 ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó M0 = M(θ0) ∈ M,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äàííûõ Z∞
âïîëíå èí�îðìàòèâíà,

òîãäà ïîëó÷åííûå îöåíêè áóäóò ñîñòîÿòåëüíû:

ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ñîâïàäàåò ñ èñòèííîé ìîäåëüþ ñ òî÷íîñòü

äî ÀÔ×Õ (ðàâåíñòâà ìîäåëåé),

â ñëó÷àå èäåíòè�èöèðóåìîñòè ñåìåéñòâà ìîäåëåé M) èìååì

θ∗ = θ0, ãäå M(θ0) = M0 � èñòèííîé ìîäåëè.
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